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Aufgabe 1 (Relationen):

(i)

(iii)

Sei A = N x N und definiere eine Relation R durch
(nl, ng)%(ml, mg) S Ny + Mg = N + My.

Zeigen Sie, dass % eine Aquivalenzrelation ist. Geben Sie die Aquivalenz-
klasse von [(3,5)]n € PB(A) von (3,5) € A an und finden Sie eine bijektive
wohldefinierte Abbildung ¢: A/ — Z an. Hierbei bezeichne A/ die

Menge aller Aquivalenzklassen.

Definiere eine Relation | auf N durch
n|m<«e ke N:m = kn.

Zeigen Sie, dass es sich um eine partielle Ordnungsrelation (d. h. reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv) handelt. Warum funktioniert dies nicht
auf Z, d. h. warum ist es dort keine Ordnungsrelation mehr?

Zeigen Sie, dass die folgendermafen definierte Relation eine Aquivalenz-
relation ist.

R:={(x,y) € Z* | v — y ist durch n teilbar}

Sei A eine nicht leere beliebige Menge, und R C A x A eine reflexive
Relation. Zeigen Sie, dass 9 genau dann eine Aquivalenzrelation ist, wenn
fir alle z,y,z € A gilt

TRz AN YRz = 2Ry



Aufgabe 2 (Wohldefiniertheit):

(i) Zeigen oder widerlegen Sie: f: Q — Z, § — p + ¢ ist wohldefiniert.

(i) Zeigen oder widerlegen Sie: Seien n,m € N sodass m|n, dann ist
¢: Z/nZ — Z)mZ,[a), — [a], wohldefiniert. Was ist wenn m nicht n
teilt?

(iii) Sei V ein Vektorraum und U <V ein Untervektorraum. Zeigen Sie, dass
die Addition und Multiplikation auf V/U wohldefiniert sind.

Aufgabe 3 (Gruppen): Sei G eine Gruppe.
(i) Zeigen Sie, dass die Gruppe der Kongruenzklassen wirklich eine Gruppe
ist. Zeigen Sie insbesondere die Wohldefiniertheit der Addition.
(ii) Sei H eine Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass

Co(H)={g9€ G:gh=hgtiralleh € H}
eine Untergruppe von G ist. (Man nennt diese Untergruppe auch den

Zentralisator)

(iii) Zeigen Sie, dass G genau dann abelsch ist, wenn die Inversenabbildung
g+ g~ ein Gruppenhomorphismus ist.

(iv) Sei G eine Gruppe mit der Eigenschaft (gh)? = ¢g?h? fiir alle g, h € G.
Zeigen Sie, dass GG abelsch ist.
Aufgabe 4 (Symmetrische Gruppe, Zykel, Satz von Lagrange):

(i) Seien folgende Elemente der Symmetrischen Gruppe S; gegeben
a=(1357)(24),=(2314),v=(23)
Bestimmen Sie o, o283, a~! und va und jeweils das Signum der Per-

mutationen.

(ii) Gibt es eine Untergruppe von S3 der Ordnung 4 und gibt es eine Un-
tergruppe der Ordnung 37 Sollte es eine geben, geben Sie die Erzeuger
an.

(iii) Zeigen Sie, dass eine Gruppe G mit Ordnung p, wobei p prim ist, zyklisch
ist.



Aufgabe 5 (Ringe und Korper):
(i) Wir betrachten den Ring Q(v/2) := {a + bv2 | a,b € Q}. Was ist das
multiplikative Inverse von a + by/2?
(ii) Zeigen Sie, dass jeder Kérperhomomorphismus ungleich der Nullabbildung
injektiv ist.

(iii) Sei K ein Korper mit Charakteristik p # 0. Zeigen Sie, dass p prim ist.



