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Hinweise

Dieses Skript hat keinen Anspruch auf Vollstandigkeit und Fehlerfreiheit, da es
von studentischer Seite zum Zwecke des Repetitorums erstellt wurde.

In diesem Skript sei die naive Logik und Mengenlehre vorausgesetzt. Auf
Beweise wird aus Zeitgriinden in diesem Skript und dem Repetitorium bewusst
groBtenteils verzichtet. Dennoch sei ausdriicklich erwéhnt, dass Beweise klar
zum Verstédndnis beitragen, daher empfehlen wir beim Lernen sich dennoch auch
Beweise anzuschauen und diese auch nach zu vollziehen, um das mathematische
Verstandnis zu festigen.

Hinweise auf Fehler sind erwiinscht:
s8jometz@stud.uni-saarland.de

Fehler konnen auch via Microsoft Teams per private Nachricht an Jonas
Metzinger gemeldet werden.
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Kapitel 1.

Relationen, Gruppen und Korper

1. Relationen

Definition I.1.1 (Relation): Sei M eine Menge. Eine Teilmenge R C M x M
heifit zweistellige (bindre) Relation auf M. Man schreibt statt (z,y) € 2 auch

Ryl
Beispiel 1.1.2:

(i) Sei M eine Menge. Definiere R := {(x,y) € M? | x = y}. Diese Relation
nennen wir die Gleichheitsrelation.

(ii) Sei M die Menge der Teilnehmer an diesem Repetitorium, dann definiert
Ry := {(s1,82) € M? | s; und sy haben im selben Monat Geburtstag} eine
Relation auf M.

Von Bedeutung sind insbesondere Relationen, die folgende Eigenschaften
erfiillen.

Definition I.1.3 (Eigenschaften von Relationen): Sei M eine Menge und R
eine Relation auf M.

(i) Gilt fur alle x € M, dass 2Rz, dann heifit R reflexiv.

(ii) Gilt fir alle z,y € M mit 2Ry, dass yRx, dann heifit R symmetrisch.

(iii) Gilt fir alle z,y € M mit 2Ry und yRz, dass © = y, dann heifit R
antisymmetrisch.

(iv) Gilt fur alle z,y,z € M mit 2Ry und yRz, dass 2Rz, dann heifit R
transitiv.

'Hsufig sieht man auch ~ oder < als Symbol fiir die Relation. Dies sieht dann nicht mehr
so ungewohnt aus.



Mit diesen Begriffen lassen sich jetzt vertraute Relationen besser klassifizieren.

Definition 1.1.4 (Aquivalenz- und partielle Ordnungsrelation): Sei M eine Men-
ge und ‘R eine Relation auf M.

(i) Ist R reflexiv, symmetrisch und transitiv, dann nennen wir R eine Aqui-
valenzrelation. Haufig sicht man hierfiir das Symbol ,,~*.

(i) Ist 2R reflexiv, antisymmetrisch und reflexiv, dann nennen wir R eine
(partielle) Ordnungsrelation. Haufig sieht man hierfir ,,<“ als Symbol.

Wir betrachten nun zwei ,,berithmte“ Beispiele von solchen besonderen Relatio-
nen.

Beispiel 1.1.5 (Kongruenzrelation und Teilbarkeitsrelation):
(i) Sei M = N, definiere
R, = {(r,y) € N? | x teilt y, bzw. es existiert ein k € N mit y = ka}
Diese Relation nennen wir auch Teilbarkeitsrelation und notieren fiir 2Ry
auch z | y. Seien z.B. a =3, b=5und ¢ =15, dann a | ¢, b | c aber a 1 b

(ii) Sei m eine naturliche Zahl. Wir definieren
R, = {(v,y) € Z* | v — y ist durch n teilbar}

Diese Relation heifit auch Kongruenz modulo n. Notiere fur (x,y) € R, auch
r =y (mod n). Seien so z.B. n = 6, y = 10. Durch Division von y durch
n bekommen wir als Rest 4 raus, d.h. 4 = 10 (mod 6), bzw. 40,10 (da
4 —10 = —6 und 6 teilt —6).

Bemerkung 1.1.6:

(i) Die Kongruenzrelation ist eine Aquivalenzrelation, wihrend es sich bei
der Teilbarkeitsrelation um eine partielle Ordnungsrelation handelt.

(ii) Weitere offensichtliche Ordnungsrelationen sind beispielsweise auf Z
gegeben durch < und >.

(ili) Gemaf Beispiel gilt 493,10 fur n = 6. Es gilt aber ebenso 109,10,

allgemeiner gilt (4 4+ 6k)MR,10 mit k € Z.
Schreibe folglich allgemein fir 0 < <n —1

My={x€Z|z=i1 (modn)}={i+kn|keZ}=]i,

Wir nennen diese M; Restklassen beziiglich dem ,, Teilen mit Rest durch n “
Im Fall von beliebigen Aquivalenzrelationen definieren wir Aquivalenzklassen
wie folgt



Definition I.1.7 (A'quivalenzklasse, Menge der Aquivalenzklassen): Sei M ei-
ne Menge und ~ eine Aquivalenzrelation. Fiir € M heift

[le i ={yeM|z~yt C M

Aquivalenzklasse von z bzgl. ~.
Die Menge

M/~ = {[z]. [z € M}

nennen wir die Menge aller der Aquivalenzklassen von M bzgl. ~.
Die Abbildung 7: M — M/~, x +— [z]. nennen wir kanonische Projektion.

Nun wollen wir ein paar Eigenschaften in aller Kiirze sammeln um eine weitere
Moglichkeit der Beschreibung einer Aquivalenzrelation zu bekommen.

Proposition 1.1.8: Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M.
Seien weiterhin x,y € M

(i) Es gilt x € [x], insbesondere [x] # 0

(ii) Es gilt v ~y genau dann, wenn [x] = [y]. Insbesondere sind Aquivalenz-
klassen disjunkt, d. h. fir x,y € M gilt entweder [x] = [y] oder [x] N [y] = 0.

(iii) M ist die Vereinigung seiner Aquivalenzklassen, d.h. M = Uy p|].
Aus ii) und iii) bekommen wir den Begriff der Partition.
Definition I1.1.9 (Partition): Sei M eine Menge und P C B(M). Gilt

(i) Die leere Menge ist kein Element in P,
(ii) Es gilt Ugep A = M,
(iii) Fir A,B € P gilt A= B oder AN B = {),

so heifit P eine Partition von M.
Bemerkung 1.1.10:

(i) Offensichtlich bilden die Aquivalenzklassen eine Partition.

(i) Man kann als Aussage ebenso zeigen, dass wir mit einer gegebenen
Partition P uns dadurch eine Aquivalenzrelation ~p definieren konnen.



Exkurs: Wohldefiniertheit

Seien M, N Mengen und f: M — N eine Abbildung. Weiterhin sei ~ eine Aqui-
valenzrelation und es bezeichne M/~ die Menge aller Aquivalenzklassen. Dann
heifit eine Abbildung f: M/~ — N, [z]. — f(x) genau dann wohldefiniert,

wenn fir alle  ~ y gilt f([z].) = f(z) = f([yl~) = f(y).

Intuitiv heifit es, dass unabhangig davon welchen Reprdsentanten wir wah-
len, das selbe Bild rauskommen soll. Wir wollen dies an Beispielen aus der
Gruppentheorie (folgender Abschnitt) illustrieren:

Beispiel 1.1.1: (i) Sei ¢: Z/15Z — S4, [n]15 — (1,2,3)". Beachte, dass die
Ordnung der Permutation (1,2,3) gegeben ist durch 3, d.h. (1,2,3)3 = id.
Zeige, dass die Abbildung ¢ wohldefiniert ist.

Beweis: Seien n,m € Z mit [n] = [m] (z.B. [16] = [1] = [—14]). Nach Definition
existiert k € Z, sodass m = n + 15k. Es gilt

o([m ]>:<1,2,3> = (1,237 = (1,2,37(1,2,9)"

= (1,2,3)" ((1,2,3) ) = (1,2,3)"id*
(1,2,3) = ¢([n]). O

(ii) Sei ¢p: Z/15Z — Sy, [n]15 — (1,2)". Diese Abbildung ist nicht Wohlde—
finiert, da [1] = [16] aber ¢([1]) = (1,2) und ¢([16]) = (1,2)'6 = ((1,2)?)* =
id® = id.

2. Gruppen

In der Linearen Algebra und insbesondere der Algebra interessieren wir uns
fiir bestimmte algebraische Strukturen, die wir teilweise auch bereits kennen.
Um deren Eigenschaften noch besser zu begreifen, miissen wir hierbei deutlich
abstrakter vorgehen und wichtige strukturelle Eigenschaften herausstellen.

Definition I.2.1 (Verkniipfungen): Sei M eine Menge.
(i) Eine Abbildung x: M x M — M heifit (bindre) Verkniipfung auf M.

Schreibe tiblicherweise my * mgo := x(my, ms).

(i) Gilt fir alle a,b,c € M, dass ax (b*c¢) = (a*b) x ¢, dann nennen wir x
assoziativ.

(iii) Gilt fir a,b € M, dass a x b = b * a, dann nennen wir x kommutativ.
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(iv) Existiert ein Element e € M, sodass a xe = e x a fiir alle a € M gilt,
dann heifit e neutrales Element. Dieses ist eindeutig, denn ¢/ = ¢’ xe = e.

(v) Sei % assozativ mit neutralem Element und sei g € M. Existiert ein
h € M mit hxg = g*h = e, dann heifit h inverses Element von g. Man kann
ebenso deren Eindeutigkeit zeigen. Notiere ¢! := h.

Definition I.2.2 (Gruppen): Sei G eine Menge und  eine Verkniipfung auf G.
Gilt

(i) Die Verkniipfung « ist assozativ,

(ii) Es existiert ein neutrales Element e bzgl. der Verkniipfung,

(iii) Fiir jedes g € G existiert ein inverses Element,

dann heifit (G, x) eine Gruppeﬂ

Ist x zusétzlich kommutativ, so nennen wir (G, x) eine abelsche Gruppe.

Beispiel 1.2.3:

(i) (Z,+) mit der iiblichen Addition ist eine abelsche Gruppe, mit neutralem
Element ,,0%

(ii) (R\{0},-) mit der tiblichen Multiplikation ist eine abelsche Gruppe, siehe
auch den Abschnitt mit Korpern.

(iii) (N, +) ist keine Gruppe, da z.B. die 2 kein additives Inverses in N
besitzt.

(iv) Sei n € N. Die Menge Z/nZ = {[0], [1],[2],...,[n — 1]} versehen mit
der Addition [a] + [b] = [a + b] bildet eine Gruppe, wobei [i] die Aquivalenz-
klasse von ¢ bzgl. Kongruenz (mod n) bezeichnet. Die sogenannte Gruppe der
Kongruenzklassen.

Definition I.2.4 (Untergruppe ): Sei (G, x) eine Gruppe und H eine Teilmenge
von G. Falls gilt

(i) Das neutrale Element e von G ist in H,

(ii) Fur g,h € H gilt auch gxh € H,

(iii) Fir h € H ist auch h™! € H,

2Ist klar welche Verkniipfung gemeint ist, so schreibt man hiufig nur ,,G ist eine Gruppe®
Bei multiplikativen Verkniipfungen spart man sich generell gerne die Verkniipfungszeichen
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dann nennen wir H Untergruppe von G. Eine Untergruppe H ist ebenso eine
Gruppe mit der auf H eingeschréankten Verkniipfung der urspriinglichen Gruppe
G.

Etwas handlicher erscheint dieses Kriterium.

Proposition 1.2.5 (Untergruppenkriterium): Sei (G,*) eine Gruppe und H
eine Teilmenge von G. H ist eine Untergruppe genau dann, wenn

(i) H ist nicht leer und
(ii) Fiir g,h € H ist gxh™' € H.

Definition I.2.6 (Ordnung): Sei G eine Gruppe und g € G. Wir bezeichen
ord(G) = #G als die Ordnung von G. Weiterhin bezeichnen wir ord(g) = #(g)
als Ordnung des Elements g.

Beispiel 1.2.7: Sei (Z/5Z,+) und sei 2| € Z/5Z, dann ([2]) = {[2], [4], [1], [3], [0]},
d.h. ([2]) = Z/5Z und [2] hat Ordnung 5.

Definition I.2.8 (Nebenklassen): Sei G eine Gruppe und H C G eine Unter-
gruppe. Definiere folgende Aquivalenzrelation

x~y<< Fh € H mit x = yh.

Fiir die Aquivalenzklasse von # € G schreibt man zH und nennt dies die
Linksnebenklasse von = € G.

Analog bekommen wir die Rechtsnebenklasse von x € GG. Hierbei schreiben
wir Hz fiir die Aquivalenzklasse.

Satz 1 (Satz von Lagrange): Sei (G, ) eine endliche Gruppe, und U < G eine
Untergruppe, dann teilt die Ordnung von U die Ordnung von G [

Korollar 1.2.9 (Zyklische Gruppe mit prim Ordnung): Sei p eine Primzahl
und G eine endliche Gruppe mit Primzahlordnung. Dann ist G zyklisch.

In der Strukturmathematik interessieren wir uns v.a. fiir strukturerhaltende
Abbildungen mit denen wir beispielweise unterschiedliche Gruppen in Beziehung
setzen konnen. In der Kategorie der Gruppen sind dies die Gruppenhomomor-
phismen, die wir wie folgt definieren.

3In der Literatur findet man hiufig eine andere Formulierung mit Hilfe des Begriffes
des Index. Hiermit wird die Méchtigkeit der Links- bzw. Rechtsnebenklasse von G/U
respektive U\G bezeichnet.
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Definition 1.2.10 (Gruppenhomomorpismus): Seien (G, ) und (H, x) zwei Grup-
pen. Eine Abbildung f: (G,*) — (H,*) mit f(g*h) = f(g) = f(h) fur alle
g,h € G heiit Gruppehomomorphismus. Man sagt f ist vertraglich bzgl. der
Strukturen von G und H.

Ist f bijektivﬂ so sprechen wir von einem Isomorphismus.

Sind beide Gruppen gleich, reden wir von einem Endomorphismus und sollte
f sogar bijektiv sein, so reden wir von einem Automorphismus.

3. Die Symmetrische Gruppe

Definition I.3.1 (Symmetrische Gruppe): Sei M eine Menge. Wir definieren
Sym(M) :={f: M — M | f ist bijektiv}.

Insbesondere wollen wir den Spezialfall, in dem M endlich ist. In diesem
konnen wir die Elemente durchnummerieren, sagen wir beispielsweise
M={my,...,m,}.

Sni=Sym({1,2,...,n}) ={c:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} | o ist bijektiv}
Mit der Komposition/Verkettung o als Verkntipfung bekommen wir eine Gruppe.

Die Symmetrischen Gruppe ist v. a. in der Algebra von besonderer Bedeutung
bei der Untersuchung von Nullstellen bei Polynomen innerhalb der Galoistheorie,
aber auch bei anderen Problemen wie der Konstruierbarkeit mit Lineal und
Zirkel.

Sie sind zusétzlich auch geometrisch gut zu verstehen als Drehungen von
Figuren wie n-Ecken, daher kommt ihnen auch in der modernen Algebra immer
noch eine hohe Bedeutung zu Gute.

Bemerkung 1.3.2 (Zykelschreibweise von Permutationen): Wir notieren eine
Permutation o € \S,, mit

- 1 2 ... n
7= \o) o2) ... o(n)
Diese Schreibweise hat Vorteile ist aber umsténdlich, wir wollen daher eine

bessere Moglichkeit haben Permutation zu notieren. Hierzu nehme man ein
a < n und bilde

(ao(a)d(a) ...0" 1 (a))

4Dies gilt ,,zufillig* bei Gruppen. Je nach Kategorie muss dies aber nicht gelten. Allgemeiner
verlangt man die Existenz eines Inversen.
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wobei k so gewdhlt ist, dass o*(a) = a. Wir nennen diese , Klammer* k-Zyklus
So kénnen wir jede Permutation als Verkniipfung von diesen Zyklen schreiben,
indem wir systematisch die a < n durchgehen, wobei (a) bedeutet, dass es
fixiert ist unter dieser Permutation.

Beispiel 1.3.3: Sei
(12345
77145 23
Wir starten mit der 1. Diese wird auf die 1 geschickt.
Jetzt betrachten wir die 2, diese wird geschickt auf 4, d.h. 0(2) = 4. Die 4
wird geschickt auf die 2, d.h. o(4) = 2 = ¢%(2). Also bekommen wir den Zyklus

(24). Analog bekommen wir (3 5).
Ingesamt bekommen wir o = (1)(24)(35) = (24)(35).

Definition I.3.4 (Signums-Funktion): Sei n € N und o € S,,. Wir bezeichnen

o(j) —o(i)
1911@ J—t

sgn(o) =

als Signum von o. Wir bekommen eine Abbildung sgn: S,, — {%+1}.
Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus (nachrechnen!).

Beispiel 1.3.5: (i) Sei 7w € S,,, dann

(7))
(4)
(ii) Sei o = (123) € S3. Wir bestimmen sgn(o).

0 o(j) - q(z') _ 0@ -0(l) o) —0(1) o(3)-0(2) _,
1<i<j<z J T 2—-1 3—1 39

sgn(o) = H J(W(‘Z).)_

o
1<i<j<n T j)—m

sgn(o) =

(iii) Man mochte natiirlich nicht immer so aufwendig rumrechnen miissen.
Es lasst sich zeigen, dass wir fiir einen Zyklus o der Lange k folgende Beziehung
bekommen

{—1, falls k& gerade
sgn(o) =

B 1, sonst.
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4. Ringe und Korper

In diesem Abschnitt wollen wir kurz den Begriff des Ringes einfiihren. Ringe
finden innerhalb der Algebra, beispielsweise der algebraischen Zahlentheorie,
eine grofle Bedeutung.

Definition I.4.1 (Ringe): Sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen ,,+* und
5 Falls gilt

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
(ii) ,,-“ ist assoziativ,

(iii) die Distributivgesetze gelten, d. h. fir alle x,y, z € R gilt
r-(y+z2)=z-y+zx-zund (y+2)-z=y-x+2-x,

dann heifit (R, +-) Ring.

Ist ,,-“ kommutativ, so heifit der Ring kommutativ.

Existiert weiterhin ein Element 1z € R, sodass fiir alle € R die Gleichheit
lg-x =ux-1x = x gilt, dann heifit (R, +,-) Ring mit Eins.

Bemerkung 1.4.2: Wir bezeichnen ,+“ als Addition des Ringes und ,,-* als
Multiplikation des Ringes. Das neutrale Element der Addition bezeichnen wir
mit Or und nennen es Nullelement.

Ist unser Ring mit Eins, dann heifit 1 auch Finselement. Ist weiterhin ein
Element y € R invertierbar bzgl. der Multiplikation, so schreiben wir auch

1y =y "

Beispiel I.4.3: (i) Die ganzen Zahlen Z mit der gewohnlichen Multiplikation
und Addition bilden einen kommutativen Ring mit Eins.

(ii) Die Menge Z/nZ mit der Addition [a]+[b] = [a+b] und der Multiplikation
[a] - [b] = [a - b] bilden einen kommutativen Ring mit Eins.

(iii) Sei X eine beliebige Menge. Dann ist (B(X), A, N) ein kommutativer
Ring mit Eins. Hierbei bezeichne B (X) die Potenzmenge von X und A die
symmetrische Differenz definiert durch AAB := (A\B) U (B\A). Hierbei ist
A die Addition und N die Multiplikation. Die leere Menge ist das Nullelement
und X das Einselement.

Genau wie bei Gruppen interessieren wir uns fir strukturerhaltende Abbil-

dungen, d.h. Abbildungen, die vertraglich mit den Additionen und der Multi-
plikationen der Ringe sind.
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Definition I.4.4 (Ringhomomorphismus): Seien (R, +g, ) und (S, +3, ') zwei
Ringe. Eine Abbildung ¢: (R, +g, r) — (S, +s,s) heiit Ringhomomorphis-
mus, wenn fir alle x,y € R

o(r+ry) = @) +s5 ¢y) und p(z -rY) = p(z) -5 (Y)

gilt. Sind beide Ringe zusétzlich mit Eins und es gilt p(1g) = 1g, dann heifit ¢
Ringhomomorphismus mit Eins.

Bemerkung 1.4.5 (Analogie der Bezeichnungen): Genauso wie bei Gruppen
sprechen wir, wenn wir eine Inverse finden, oder dquivalent der Ringhomomor-
phismus bijektiv ist, von einem Ringisomorphismus.
Sind beide Ringe gleich so heifit der Ringhomomorphismus auch Ringendomor-
phismus. Ist dieser bijektiv, dann sprechen wir von einem Ringautomorphismus.
Weiterhin bezeichne

Kern(p) := {r € R|¢(r) = 0s}
den Kern des Ringhomomorphismus.

Definition I.4.6 (Charakteristik): Sei (R,+,-) ein Ring. Definiere

min{k e N| 1g+1g+ ...+ 15 =0g}, falls existent
char(R) = k-mal
0, sonst.

Wir nennen diese Zahl die Charakteristik von K.

Beispiel 1.4.7: Die reellen Zahlen, rationalen Zahlen und auch die komplexen
Zahlen, versehen mit den gewohnlichen Verkniipfungen, haben Charakteristik
0.

Beachte, dass es auch Ringe gibt, welche zwar eine Charakteristik ungleich 0
haben, aber dennoch unendlich viele Elemente besitzen.

Man sollte daher die Begriffe der Ordnung einer Gruppe und der Charakte-
ristik nicht durcheinander bringen.

Bemerkung 1.4.8: Als Intuition kann man sich folgendes merken, bzgl. der
Charakteristik:

,Ist die Charakteristik eines Ringes Null, dann findet sich eine Kopie der
ganzen Zahlen in diesem Ring. In Ringen mit endlicher Charakteristik findet
sich keine Kopie der ganzen Zahlen, sondern eine Kopie von Z/pZ, wobei p
prim ist.”
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Definition 1.4.9 (Einheitengruppe): Sei (R, +,-) ein Ring. Die Menge
R* :={x € R| X ist invertierbar}

ist eine Gruppe mit der Ringmultiplikation und der 1y als neutralem Element.
Wir sagen auch Finheitengruppe zu R*.

Nun wollen wir den fir die Algebra wichtigen Begriff des Korpers (Englisch:
field) einfithren.

Definition I.4.10 (Korper): Sei (K, +,-) ein Ring. Gilt

(i) K ist kommutativ,
(ii) 1x # Ox und
(iii) K* = K\{Ok} (d.h. jedes Element ungleich O ist invertierbar),

dann heifit (K, +,-) Korper.
Beispiel 1.4.11:

(i) Die rationalen und reellen Zahlen versehen mit der gewohnten Addition
und Multiplikation sind Koérper.

ii) Q? versehen mit folgender Addition +g2 und Multiplikation -2
Q Q
(a,b) +q2 (¢,d) = (a+¢,b+d) und (a,b) -g2 (¢, d) = (ac + 2bd, ad + bc)

ist ein Korper. (Nachrechnen als freiwillige Aufgabe.)

Definition 1.4.12 (Primkorper): Sei p eine Primzahl, so ist (Z/pZ,+,-) ein
Korper. Schreibe auch F, := (Z/pZ,+, ), wobei char(F,) = p.

Man kann folgende Proposition zeigen.

Proposition 1.4.13: Sei K ein Kérper. Dann hat K entweder prime Charakte-
ristik oder sie ist gleich 0.

In vielen Gebieten der Mathematik (wie z. B. in der Algebra, der Funktionen-

theorie, der Funktionalanalysis etc.) interessiert man sich fiir komplexe Zahlen,
weshalb wir sie kurz einmal als Koérper vorstellen wollen.
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Definition 1.4.14 (Korper der komplexen Zahlen): Betrachte R? versehen mit
der folgenden Addition und Multiplikation

(a,b) + (¢,d) = (a+b,c+ d) und (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Wir definieren nun C := (R?, +, ) und nennen diesen Korper den Korper der
komplexen Zahlen. Statt (a,b) schreiben wir auch a + bi und nennen ¢ die
imagindre Einheit.

Man kann sich die Frage stellen, warum es iiberhaupt sinnvoll ist die kom-
plexen Zahlen zu betrachten, dies liegt mitunter im folgenden Ergebnis aus der
Algebra, die auf Gaufl zurtickgeht.

Satz 2 (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes nicht-konstante Polynom P &
C[X]| mit komplezen Vorfaktoren hat eine Nullstelle iiber den komplexen Zahlen.
Insbesondere ist der Grad des Polynoms gleich der Anzahl der Nullstellen mit
Vielfachheit.

Anders formuliert: Die komplexen Zahlen sind algebraisch abgeschlossen.
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Kapitel 11.

Lineare Gleichungssysteme und
Vektorraume

Sei in diesem Kapitel K stets ein Korper.

1. Matrizen
Definition I1.1.1 (Matrizen): Seien n,m € N. Eine Abbildung
A:{L, .. ,n}x{l,..m} - K

heifit n xm-Matrix iber K. Notiere A mit A = (A(%, ))1<i<n,1<j<m und schreibe
a;; = A(i,J

ari1 ... Aim
A=(ay)=| 1+ . (IL.1)

pi1 -+ Qnm

Ist n = m, heifit A quadratisch, bezeichne weiterhin
K™ :={A : Aist n x mMatrix iber K}

Beispiel I1.1.2: Beispiele fiir Matrizen sind

1 2
A=t 2 3 eR¥™ B=[0 1|eR*>?
01 —1 5 o
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fiir n € N heifit

10 ... ... 0
0 1 . :
L= (&)= . . . [eK™™
: o0
0O ... ... 0 1

Einheitsmatrix, weitere Notationen fiir I,, sind beispielsweise I, E, E,,.
Fir n,m € N heifit

0=1: c e KM

Nullmatrix.

Definition I1.1.3: Seien n,m, k € N definiere fiir A, B € K™% C e K™ )\ e
K folgendes

(i) A+ B € K™ durch (A+ B)(i,5) = A(i,7) + B(i, j)
(i) AMA € K™* durch (M\A)(i,7) = MNA(4, §)
(iii) A-C € K™™ durch (A-C)(i,7) = X5, A(i, ) B((, §)
(iv) At € K*m durch Al(i,j) = A(j,1)

Beispiel I1.1.4: Seien A und B wie in Beispiel 2.1.2 dann ist

14 1
ABz(_lg _g) und BA= [0 1 —1
3.4 11

1 20
C=10 -1 0] e R?3
2 21

7T 6 3
-2 -3 -1

Ist jetzt noch zusatzlich

gegeben, so ist AC' = < > und BC' ist nicht definiert.
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Proposition II.1.5 (Rechenregeln): Seien A € K und A, B und C jeweils Ma-
trizen, sodass die folgenden Ausdriicke definiert sind, dann gilt

(ii

(iii) A(BC) = A(BC)
(B+C)=AB+ AC
A+ B)C = AC + BC
AB) = (M)B = A\(AB)

(A+ B)!= A"+ B!

(iv

. —
RaV NG NG N NG G N AN N )
no
—

Definition I1.1.6: Sei A € K™*" man sagt A ist invertierbar oder regular, falls
es B € K™ gibt mit
AB=BA=1,

Notiere A~ := B

und GL,(K) := {A € K™ : esgibt B € K""mit AB= BA=1,}.
Bemerke dass GL,(K) mit der Matrizenmultiplikation eine nicht abelsche

Gruppe bildet.

Beispiel I1.1.7: Die Matrix <(1) 3) € R?*2 ist invertierbar, da

036 )60 e o 2)
02 =5

Die Matrix (1 0> € R?*2 ist nicht invertierbar denn fiir alle (Z 2) € R2x2

FIERE

und es gilt

gilt
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2. Lineare Gleichungssysteme
Definition I1.2.1: Seien n.m € N

(i) Ein lineares Gleichungssystem tiber K mit n Gleichungen und m Unbe-
kannten ist ein System

1,171 + ... + A1 mITm = bl

11 + ... + AT, = b,

wobei ay 1, ..., Gpm, b1, ..., b, € K.

(ii) Das lineare Gleichungssystem hat folgende schematische Beschreibung

11 ... A1m b1

Api - Qnm | by
Die Matrix A = (a; ;) heiit Koeffizientenmatrix des Linearen Gleichungs-

systems, b = (by, ..., b,)" heifit rechte Seite und die Matrix (A | b) heifit
erweiterte Koeffizientenmatrix.

(iii) Die Menge
L:=L(Ab) :={z = (21, ..., xm)" € K™ : x16st das lineare Gleichungssystem }

heifit Losungsmenge und L := IL(A, 0) heifit homogene Losungsmenge.
Bemerke dass r € L" genau dann wenn A -z = b gilt.

Definition I1.2.2 (Treppenform): Seien n,m € N und T" = (¢;;) € K™™.
Gibt es r € N und nattrliche Zahlen 1 < 51 < 55 < ... < s, < m, sodass

(i) Furalle1 <i<rgiltt;,, =1,

)
(ii) Firallel1 <i<rund1<j<s;istt;; =0,
(ili) Faralle 1 <i <rund k € {1,...,n}\{d} ist tx 5, = 0,
)

(iv) Firi>r+1lund 1 <j <mist t;; =0,

Dann hat T" Treppenform dabei heifit » Rang von T'.
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Beispiel 11.2.3: Die Matrix

01200 1
00010 0 e
00001 —1|EK
00000 0

hat Treppenform.

Definition I1.2.4 (Elementare Zeilenumformungen): Sei A € K™ «, aq, ..., o, €
R. Die elementaren Zeilenumformungen sind gegeben durch folgende auszufiih-
rende Operationen

(i) Addition des a-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile,
(ii) Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile,
(iii) Multiplikation der i-ten Zeile mit «; # 0.
Bemerkung I1.2.5: Die elementaren Zeilenumformungen édndern die Losungs-

menge nicht und enstehen durch die Linksmultiplikation mit folgenden Additions-
, Vertauschungs- und Diagonalmatrizen

(1) A;}fj = ]n + CYEZ‘J‘
(iii) diag(au,...,an) == Y1, o E;; Wobei die E; ; jeweils an der Stelle (i, j)

eine 1 und sonst 0-en eingetragen hat.

Satz 3 (Gauf3-Algorithmus): Sei A € K™™, so ldsst sich A mit elementaren
Zeilenumformungen in Treppenform bringen, d. h. es gibt C' € GL,(K), sodass
CA in Treppenform ist.

Proposition I1.2.6: Seien n,m € N und T = (t;;) € K™™ eine Matriz in
Treppenform.

(i) Sei J :={1,....,n}\{s1,..., 8. }. Firj € J lost
F(J) = €j — Zti7]‘65i
i=1

das homogene lineare Gleichungssystem Tx = 0.

(ii) Es gilt fir die homogene Lisungsmenge IL"

L" = span({FY :jGJ}):{Z)\jF(j) : )\jEK}

jed
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Proposition I1.2.7: Seien n,m € N, A € K™™ und b € K™ und sei z*) eine
spezielle Lésung des Linearen Gleichungssystems Ax = b, dann gilt fir die
Lésungsmenge von Ax = b, dass

L=2® +L"

Proposition I1.2.8: Seien n,m € NJA € K™*™ b e K" Fir das lineare Glei-
chungssystem Ax = b gilt

(i) Das lineare Gleichungssystem ist genau dann losbar, wenn Rang(A) =

Rang(A | b) gilt.

(i) Ist das lineare Gleichungssystem losbar, dann ist die Losung eindeutig
genau dann, wenn Rang(A) = m gilt.

(iii) Genau dann ist fir alle c € K™ das lineare Gleichungssystem losbar, wenn

Rang(A) = n gilt.

Proposition I1.2.9: Genau dann ist A € K™*™ invertierbar, wenn Rang(A) = n
gilt.

Proposition I1.2.10: Ist A € K™*" invertierbar, so lost fiur alle 1 < i <n die
i-te Spalte A™Ye; von A™1 das lineare Gleichungssystem Ax = e;.

Beispiel I1.2.11: Gegeben sei die reelle Matrix

1 -2 0
A= 0 10
-1 21

Bestimme nun A~! durch simultanes lésen der linearen Gleichungssysteme
Ar = ey, Ax = ey, Ax = e3.

1 -2 010 0
0 1 0/0 1 0
1 2 110 0 1
1 -2 0/1 0 0
HIEE L 0 1 0/0 1 0
0 0 1[1 0 1
100120
M2 9 1 0l0 1 0
001|101
Also ist A invertierbar mit
1 20
A7'=101 0
101
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3. Vektorraume

Definition I1.3.1 (Vektorraum): Sei V' eine Menge zusammen mit Abbildungen
+: VXV =SV
KXV =V

Falls gilt

(i) (V,+) ist abelsche Gruppe,

(i) Fir allev e Vist 1x - v =,
(iii) Fir alle A\, A2 € K und v € V ist (A1 + A2)v = Ao + A,
(iv) Fir alle A € K und vy,v9 € V ist A(vq + v2) = Avy + Avg,
(v) Firalle A\, A € K und v € V ist A1 (Aav) = (A A2)v,

so heifit V' ein Vektorraum tiber K oder K-Vektorraum.

Beispiel I1.3.2: K" := {(x1,...,2,)" : x1,...,x, € K} ist mit den Verkniipfun-
gen fur (z1,...,2,)", (Y1, ..., yn)' € K", X € K erklart durch

(l’l? "'7xn)t + (yl, "'7yn)t = (ml + yl’ "'73777/ + yn)t
My, .oy x0) = Az, 00, ATy’

ein K-Vektorraum. Ausserdem ist K™*™ mit der Addition und skalaren Multi-
plikation von Matrizen ein K-Vektorraum.

Definition I1.3.3 (Untervektorraum): Sei V' ein K-Vektorraum und U C V.
U heit Untervektorraum falls gilt

(i) 0eU
(ii) Fur alle uy,ug € U ist ug +ug € U
(iii) Firalle A€ K und w e U ist Au € U

Bemerke dass (U, + |uxu, - |kxuv) selbst wieder ein K-Vektorraum ist.

Definition I1.3.4 (Vektorraumhomomorphismus): Seien V und W Vektorrau-
me tber K. Eine Abbildung ¢ : V. — W heifit K-lineare Abbildung oder
Vektorraumhomomorphismus, falls gilt

(i) Fiir alle vy,v5 € V ist ¢(vy + v2) = d(v1) + d(vy),
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(ii) Fir alle A € K und v € V ist ¢(A\v) = Agp(v).

Ist K aus dem Kontext klar, so sagen wir haufig nur lineare Abbildung zu
dieser Abbildung.

Es bezeichne weiterhin
Hom(V, W) := Homg (V,W) :={¢: V — W : ¢ ist Vektorraumhomomorphismus}

Diese Menge ist mit punktweiser Addition und skalarer Multiplikation ein
K-Vektorraum, genauer ist Hom(V, W) C Abb(V,W) ein Untervektorraum.
Definiere weiterhin

Kern(¢) :=={veV : ¢(v) =0} CV

Bild(¢) :={¢(v) : veV}CW

Diese sind Untervektorraume von V respektive W. Ist ¢ bijektiv, so heifit ¢
Isomorphismus. Ist V' = W, so heifit ¢ Endomorphismus. Ist ¢ ein Endomor-
phismus und ein Isomorphismus, so heifit ¢ Automorphismus. Gibt es einen
[somorphismus zwischen zwei K-Vektorraumen V und W, so heiflen V' und W
isomorph, notiere dies durch V = W.

Bemerkung I1.3.5: Eine lineare Abbildung ¢ zwischen zwei K-Vektorraumen
V und W ist genau dann injektiv, wenn Kern(¢) = {0} gilt.

Definition I1.3.6 (Lineare Unabhangigkeit, Basis): Sei V' ein K-Vektorraum
und M CV

(i) M heifit linear unabhéngig falls fir alle vy, ...,v, € M und Aq,..., \, € K
mit \jvy + ... + A\yv, = 0 bereits Ay = ... = A\, = 0 folgt. Falls dies nicht
gilt, so heifit M linear Abhéngig.

(ii) Definiere den Spann von M durch
span(M) = (M) = {Z)\Z-vi A, LA €E K v, € M}
i=1
Es gilt dass span(M) C V ein Untervektorraum ist.
(iii) B C V heiBit Basis falls B, linear unabhéngig ist und span(B) =V gilt.

Proposition I1.3.7: Sei V' ein K-Vektorraum und B C V. Folgende Aussagen
sind dquivalent

(i) B ist eine Basis,
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(ii) B ist minimales Erzeugendensystem, d. h. ist C' C B, dann ist span(C') C
v,

(iii) B ist mazximal linear unabhdingige Teilmenge, d. h. ist B C C, so ist C
linear abhdngig.

Bemerkung II.3.8: Ist B eine Basis eines K-Vektorraums V' so lasst sich jeder
Vektor v € V als eindeutige Linearkombination der Basiselemente Schreiben.

Satz 4: Mit dem Lemma von Zorn lasst sich beweisen, dass jeder Vektorraum
eine Basis besitzt.

Definition I1.3.9 (Dimension): Sei V' ein K-Vektorraum und B eine Basis von
V. Dann hat jede weitere Basis von V' genauso viele Elemente wie B. Wir
definieren folglich den Begriff der Dimension von V' durch

dim(V) := #B
Ist dim(V') < oo, so heifit V' endlichdimensional.

Satz 5 (Basisergidnzungssatz): Sei V' ein K-Vektorraum, dann gilt

(i) Jede linear unabhdangige Teilmenge von V' lisst sich zu einer Basis ergdn-
zen.

(ii) Jedes Erzeugendensystem von V' enthdlt eine Basis von V.

Satz 6 (Fortsetzungssatz): Seien V' und W Vektorrdume diber K und B eine
Basis von V/

(i) Jede lineare Abbildung ¢ : V — W ist eindeutig durch ihre Einschrinkung
f = ¢ |p bestimmdt.

(ii) Jede Abbildung f : B — W ldsst sich auf eindeutige Weise zu einer
linearen Abbildung ¢ : V- — W Fortsetzen mit ¢ |p= f.

Definition I1.3.10: Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Basis
B ={by,...,b,}. Dann definiert

Dyt Vs K7 0= YoM (g, )
i=1

einen Vektorraumisomorphismus.
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Satz 7 (Darstellungsmatrix): Seien V' und W Vektorraume tber K mit geord-
neten Basen B = (by,...,by,) respektive C = (cq,...,¢,) und ¢ : V- — W linear.
Dann gibt es genau eine Matriz A € K™, sodass

DC (¢] (b = LA o DB
Das bedeutet, dass folgendes Diagramm kommutiert

Vv 2 W

Do |pe

K™ — K"
Ly

Dabei bezeichnet Ly : K™ — K™ | x +— Ax. Die Eintrige der Matriz A = (a; ;)
sind eindeutig bestimmt durch

o(bj) =D aijci
i—1
Fir 1 < j <m. Notiere Dcp(¢) := A.
Definition I1.3.11: Sei V ein K-Vektorraum mit Basen B und C. Dann heif3t
DCB = DCB (1d)
Basiswechselmatrix.

Proposition 11.3.12: Seien Vi, V5 und Vs Vektorraume iiber K mit Basen By, By
und Bz und ¢ : Vi — Vo und ¢ : Vo — V3 lineare Abbildungen. Seien zusdtzlich
C1 eine weitere Basis von Vi und Cs eine weitere Basis von V. Dann gilt

(i) Dp,s, (¥ 0 ¢) = Dp,p,(¢)Dp,5, (),
(i) Dg'p, = Dpycy,
(i) Deyey (@) = Deyp, DBy, (¢)Dbyoy -
Definition I1.3.13: Sei V' ein K-Vektorraum und Uy, ...,U,, C V Untervektor-

rdume, dann ist

n

n
ZUZ = {Zul DU € Ul,...,un S Un}
i=1 i=1
ein Untervektorraum. Gilt zusitzlich dass wenn u; € Uy,...,u, € U, mit

Uy + ... +u, =0 dass Uy = ... = u,, = 0 Dann heifit die Summe U; + ... + U,
direkt, schreibe in diesem Fall
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Definition I1.3.14 (Faktorraum): Sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein
Untervektorraum. Definiere eine Aquivalenzrelation auf V' durch

V]~ Uy = v — Uy €U
Fiir die Aquivalenzklasse von v € V gilt
v+ U :=]={weV :v~w}

und sei
VU :={[v] : veV}

Auf V/U wird durch
0] + [w] = [v + w]

Alv] == [M]

eine Vektorraumstruktur erklart, V/U heifit Quotientenvektorraum oder Fak-
torraum.

Satz 8 (Homomorphiesatz): Seien V und W Vektorraume tiber K, ¢ : V — W
linear und U ein Untervektorraum mit U C Kern(¢). Dann gibt es genau eine
lineare Abbildung ¢ : V/U — W mit ¢ om = ¢. Dass bedeutet das folgendes

Diagramm kommutiert

vV 2 oW

1
-
™ ///~
)

V/U
Ist U = Kern(¢), so ist ¢ injektiv und es gilt V/ Kern(¢) = Bild(¢).
Satz 9 (Dimensionsformel): Sei V' ein K -Vektorraum mit dim(V') = n.

(i) Ist U C 'V ein Untervektorraum, dann ist dim(V/U) = dim(V') — dim(U).
(ii) Sind Uy, Uy C V' Untervektorraume, so gilt

(iii) Ist W ein weiterer K-Vektorraum und ¢ : V. — W linear, so ist
dim(V') = dim(Kern(¢)) + dim(Bild(¢))

Definition I1.3.15: Seien V und W Vektorraume iiber K und ¢ : V. — W
linear. Dann heifit Rang(¢) := dim(Bild(¢)) der Rang von ¢. Seien n,m € N
und A € K™™. Dann heifit Kern(A) := {z € K™ : Ax = 0} der Kern von A.
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Kapitel III.

Endomorphismen von Vektorraumen

In diesem Kapitel wollen wir im ersten Teil uns Endomorphismen von Vek-
torrdumen, welche uns vielerlei Eigenschaften und Kenngrofien (Invarianten)
bieten werden, anschauen. Anwendungen finden diese Theorien zu geniige in
der Mathematik und sind daher trotz ihrer Elementaritdt dennoch von hoher
Bedeutung.

1. Determinante und deren Eigenschaften

Definition III.1.1: (Ahnlichkeit) Sei K ein Korper und seien A, B € K™*™.
Existiert eine Matrix S € Gl,(K) mit A = SBS™!, so sagen wir, dass A und
B ahnlich sind.

Bemerkung ITI.1.2: Wir interessieren uns nun im folgenden fiir Ahnlichkeit-
sinvartanten, d. h. wir suchen Groflen, die bei zwei d&hnlichen Matrizen gleich
bleiben. Ein erstes Beispiel ist der Rang von Matrizen.

Weitere Invarianten sind gegeben durch die Determinante, Eigenwerte und
die Spur, wobei alle drei in gewisser Weise zusammenhéngenE]

! Andere Invarianten sind beispielsweise auch die Jordan-Normalform.
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Definition I1I.1.3 (Leibniz-Definition der Determinanten): (i) Sei K ein Kor-
per und sei A = (a; ;) € K™ eine quadratische Matrix. Wir definieren

det(4) = Y (sgn(a)f[lai,«r(i))

O’ESn

(ii) Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V'). Wir de-
finieren die Determinante det(¢) als die Determinante einer Darstellungsmatrix
bzgl. einer gewéhlten BasisE]

Da wir jeden Endomorphismus ¢ € End(V') auf einem endlich dimensionalen
K-Vektorraum als Matrix A auffassen kénnen, sparen wir uns die Eigenschaften
gesondert zu betrachten, da diese gleich sind.

Proposition IT1.1.4 (Grundlegende Eigenschaften): Sei K ein Korper, n € N.
Definiere D : Iy K™ — K, (z1,...,2,) — det(zy | ... | z,).
(i) Die Abbildung ist in jedem Argument linear.

(ii) Die Abbildung ist alternierend, d.h. sind mindestens zwei Spalten gleich,
so ist die Determinante 0.

Fiir einen Korper mit char(K) # 2 bedeutet dies, dass sich das Vorzeichen
andert, wenn man zwei Spalten vertauscht.

(iii) Die Abbildung ist normiert, d.h. D(ey | ... | e,) = 1, wobei (ey, ..., e,)
die kanonische Einheitsbasis des K™ ist.

Bemerkung II1.1.5 (Folgerungen aus der letzten Proposition):

(i) Die Determinante ist eindeutig bestimmt.

(ii) Wir konnen innerhalb der Determinantenfunktion Spalten- und Zeile-
numformungen machen.
Es gilt mit der Notation von Definition I1.2.4

det(A7;A) = det(A)
det(V; jA) = — det(A)

det(diag(az, ..., a,)A) = [ os det(A)
i=1

(iii) Enthélt A eine Nullspalte so ist die Determinante 0.

2Wir werden sehen, dass die Wahl der Basis egal ist.
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(iv) Als direkte Folgerung der letzten Punkte mit dem Gauf-Algorithmus
bekommen wir

FEine Matriz A ist dber K genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0.

Satz 10 (Wichtige Eigenschaften): Seien K ein Korper,n € N und A, Ay, As €
K’VZXTZ.

(i) Es gilt det(A) = det(A").

(ii) FEs gilt det(A;As) = det(A;) det(Ay).

(iii) Ist A invertierbar, dann gilt det(A™') = det(A)~!.

(iv) Die Determinante ist eine Ahnlichkeitsinvariante, d. h. fir S € Gl,(K)
und gilt det(SAS™1) = det(A).

Gerade der letzte Punkt dieses Satzes war Teil unseres Zieles eine Invariante
von Endomorphismen kennenzulernen.

Satz 11 (Laplace-Entwicklung): Es seien K Korper, n € N und A = (a;;) €
K™, Ferner sei k € {1,...,k}.

(i) Die Laplace-Entwicklung nach der k—ten Zeile ist
det(A) = Z(—l)kﬂ'ak,j det(Ag ;)
j=1

(ii) Die Laplace-Entwicklung nach der k—ten Zeile ist

det(A) = zn:(—l)iJrkai,k det(A;x)

i=1

Hierbei bezeichnet Ay j die Matriz, die durch Streichen der k—ten Zeile und
Streichen der j—ten Spalte entsteht (,Streichungsmatriz®).

Bemerkung II1.1.6 (Vorzeichen bei der Laplace-Entwicklung): Die Vorzeichen
der jeweiligen Summanden kann man sich leicht merken mit dem ,Schachbrett-
muster®, so z. B. fiir eine 3 x 3 Matrix

o+
|+
+ 1+
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Bemerkung I11.1.7 (Determinante Blockmatrix): Haben wir nun eine Block-

matrix der Form
A B
u=(e p)

gegeben (wobei A, B, C, D jeweils quadratische Matrizen sind), so gilt, wenn
C # 0 und B # 0 nicht ,det(M) = det(AD) — det(BC)“ Dies macht alleine
deshalb keinen Sinn, da das Produkt AD nicht existieren muss.

Sollte B = 0 oder C' = 0, so gilt aber

det(M) = det(A) det(D)

Man findet diese Aussage auch unter dem Namen , Késtchensatz®.

2. Eigenwerte und Eigenvektoren

Als néchstes interessieren wir uns fir Eigenvektoren und Eigenwerte. Anschau-
lich gesprochen sind dies Vektoren, die unter einer linearen Abbildung ihre
Richtungﬂ beibehalten. Sie werden lediglich neuskaliert mit einem Skalar. Dies
fithrt uns aber zu einer schonen Moglichkeit bestimmte Matrizen in die Form
der Diagonalmatrix zu bringen. Dies wollen wir nun betrachten.

Definition ITI.2.1 (Eigenwert, Eigenvektor, Spektrum): Seien K ein Korper,
V ein endlich-dimensionaler K —Vektorraum,¢ € End(V).

(i) Sei A € K fiir das ein v € V\{0} existiert mit ¢(v) = Av, dann heifit A
BEigenwert zum Eigenvektor v.
Analog definiere man dies fiir eine Matrix A € K™*".

(ii) Fir einen Eigenwert A nennen wir
Big(6,)) = {v € V | 6(v) = Ao}

Eigenraum von ¢ zum Eigenwert \.

(iii) Die Menge aller Eigenwerte von ¢ nennen wir Spektrum von ¢

Spec(p) := {\ € K | X ist Eigenwert von ¢}
={A € K | (¢ — Nidy) nicht bijektiv}

3Richtung ist hierbei ein Konzept, welches wir auf Prahilbertriumen haben.
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Definition III.2.2 (Charakteristisches Polynom): Seien K ein Kérper, V' ein
endlich dimensionaler K —Vektorraum,¢ € End(V'). Dann heifit

Xo(z) = det(¢p — xidy)

das charakteristische Polynom von ¢.

Bemerkung I11.2.3 (Zusammenhang des char. Polynoms und der Eigenwerte):
Die Nullstellen des charakteristischen Polynom sind gerade die Eigenwerte,
sofern diese iiberhaupt existieren tiber dem jeweiligen Korper

Warum sind die Nullstellen aber gerade die Eigenwerte? Dies wollen wir uns
schnell herleiten.

Sei A € K™*™. Die Eigenwertgleichung lasst sich auch schreiben als

(A—\,)v=0.

Wir verlangen per Definition, dass v # 0, daher wollen wir A € K finden, die
dies erfiillen und das ist genau dann der Fall, wenn (A — AI,,) nicht vollen Rang
hat, oder anders formuliert det((A — Al,)) = 0.

Bemerkung II1.2.4 (Eigenvektoren bestimmen): Wenn wir nun fiir eine Ma-
trix A € K™ zu einem Eigenwert A den Eigenraum suchen wollen, miissen
wir lediglich wie in der Definition bereits ersichtlich Kern(A — A1) bestimmen.

Definition III.2.5 (Diagonalisierbarkeit): Sei alles wie in Definition I11.2.1. .

Gibt es eine Basis Bvon V und Ay, ..., A\, € K, sodass Dpp(¢) = diag(Ai, ..., A\n),
so heifit ¢ diagonalisierbar.

Im Falle einer Matrix und Ay, ..., A\, € K nennen wir A € K™*™ genau dann
diagonalisierbar, wenn S € Gl,(K) existiert mit diag(\y,...,\,) = SAS™L

Satz 12 (,,Hauptsatz* der Eigenwerttheorie): Sei A € K"*" und sei
Spec(4) = (.- i}

(i) Die Summe der Eigenrdume ist direkt, d. h.

k k
Y Eig(A,\;) = D Eig(4, \).
=1 =1

(ii) FEs gilt k < n, also gibt es hichstens n voneinander verschiedene Eigenwer-
te. Gibt es genau n verschiedene Eigenwerte tiber K, so ist A diagonalisierbar.
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(iii) A ist genau dann diagonalisierbar, wenn
k
K" = @Eig(A, Ai)s
i=1
d. h. es gibt eine Basis aus Figenvektoren von A.

Analog gelten die Aussagen fiir einen Endomorphismus ¢ eines endlichdimen-
sionalen K -Vektorraums V.

Man koénnte meinen, dass die Eigenwerte, Determinante und die Spur drei
voneinander unabhéngige Groflen sind, dies wollen wir aber kurz widerlegen.

Bemerkung II1.2.6 (Spur-Eigenwerte-Determinante): Sei A = (a; ;) € K™*".
Die Abbildung

Spur : K™" — K, A Y a;;

=1

heilt Spur. Diese Abbildung ist linear. Es handelt sich um eine weitere Invariante
unter Basiswechsel, d. h. fir S € Gl,,(K) gilt Spur(SAS~!) = Spur(A).

Es gilt jetzt sofern alle Eigenwerte Ay, ..., A\, (Mehrfachzdhlung moglich, d. h.
mit algebraischer Vielfachheit) tiber K existieren, dass
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