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Aufgabe 1. (Vektorrdume)
(i) Sei V' := Abb([0,1],R). Welche der folgenden Teilmengen von V sind

Untervektorraume?

Ui=1{f eV : f(0)=0},
Uy ={f €V : [(0) >0},
Us={f eV : f(0) = F)}.

(ii) Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen oder widerlegen sie folgende Aussagen:

(1) Sind U,W C V Untervektorraume, so ist auch U U W ein Unter-
vektorraum.

(2) Sind U,W C V Untervektorraume, so ist auch U N W ein Unter-
vektorraum.

Aufgabe 2. (Lineare Abbildungen)

(i) Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Bestimmen sie gegebe-
nenfalls ihr Bild und ihren Kern:

(1) ¢ : Abb(R,R) — Abb(R,R), f+ (z+— f(z)+ f(—2))
(2) ¢ : Abb(R,R) — Abb(R,R), f+ f2=fof
(ii)) Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Bestimmen sie gegebe-
nenfalls ihr Bild und ihren Kern:
(1) ¢: R? = R3, (21,29, 23)" = (17 — 23,0, 23 — 21)*
(2) ¥ :R3 = R3, (z1, 79, 23) — (22, 23, 23)°
Aufgabe 3. (Lineare Unabhdngigkeit)

(i) Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume, ¢ : V' — W linear
und vy, ..., v € V. Zeigen oder widerlegen sie folgende Aussagen:



(1) Sind vy,...,v € V linear unabhéngig, so sind ¢(vy), ..., p(vg) € W
linear unabhéngig.

(2) Sind ¢(v1), ..., #(vy) € W linear unabhéngig, so sind vy, ...,vp € V
linear unabhéngig.

(ii) Sei V' ein K-Vektorraum. Weiterhin seien vy, ...,v, € V, und man de-
finiere w; == v; + vy fiir i € {1,...,n — 1}. Dann ist vq,..., v, genau
dann linear unabéngig, wenn v,,, wy, ..., w,_1 linear unabhéngig ist.

Aufgabe 4. (Basis von Vektorrdumen)
Seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume und ¢: V. — W eine
lineare Abbildung. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(i) ¢ ist genau dann injektiv, wenn fiir jede Basis B von V das Bild ¢(B)
nicht den Nullvektor enthélt.

(ii) Sei B eine Basis von V. Dann ist ¢ genau dann surjektiv, wenn ¢(B) ein
Erzeugendensystem von W ist.

(iii) ¢ ist genau dann bijektiv, wenn es eine Basis B von V bijektiv auf eine
Basis ¢(B) von W abbildet.

Aufgabe 5. (Darstellungsmatriz)
Sei P, == {f € R[X] | deg(f) < 2} mit Basis B = (1, X, X?).

(i) Zeigen Sie, dass B’ = (2X? — X — 1,2X — 3, —X? + X)) eine Basis von
P2 ist.
(ii) Bestimmen Sie die Basiswechelmatrix Dpp = Dgp/(id).

(iii) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢: P, — Py, f — f— f’ eine lineare Abbil-
dung ist. Bestimmen sie die Darstellungsmatrizen Dpg(¢) und Dpp/(@).



