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Blatt 1: Relationen, Strukturmathematik und Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe 1. (Relationen und Wohldefiniertheit)

(i)

Sei A = N x N und definiere eine Relation R durch

(nl, ng)%(ml, m2) S Ny + Mg = No + My.

Zeigen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist. Geben Sie die Aquivalenzklasse

[(3,5)]m € P(A) von (3,5) € A an und finden Sie eine bijektive wohldefi-
nierte Abbildung ¢: A/R — Z. Hierbei bezeichne A/ die Menge aller
Aquivalenzklassen.

Definiere eine Relation | auf N durch
n|m< 3k eN:m=kn.

Zeigen Sie, dass es sich um eine partielle Ordnungsrelation (d.h. reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv) handelt. Warum funktioniert dies nicht
auf Z, d.h. warum ist es dort keine Ordnungsrelation mehr?

Zeigen oder widerlegen Sie: f: Q — Z, § — p + ¢ ist wohldefiniert.

Zeigen oder widerlegen Sie: Seien n,m € N sodass m|n, dann ist
¢: Z/nZ — 7/mZ,[a], — |a],, wohldefiniert. Was ist wenn m nicht n
teilt?

Aufgabe 2. (Gruppen)

(i)

Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Zeigen Sie, dass
Co(H)={g € G:gh=hgtfiralleh € H}

eine Untergruppe von G ist. (Man nennt diese Untergruppe auch den
Zentralisator)



(ii) Zeigen Sie, dass eine Gruppe G genau dann abelsch ist, wenn die Inver-
senabbildung ¢ — ¢g~! ein Gruppenhomorphismus ist.

(iii) Sei G eine Gruppe mit der Eigenschaft (gh)? = ¢*h? fiir alle g,h € G.
Zeigen Sie, dass GG abelsch ist.
Aufgabe 3. (Symmetrische Gruppe, Zykel, Satz von Lagrange)

(i) Seien folgende Elemente der Symmetrischen Gruppe S; gegeben
a=(1357)(24),8=(2314),7 = (23)
Berechnen Sie o, o3, o~ und ya3 und jeweils das Signum der Permu-
tationen.

(ii) Gibt es eine Untergruppe von Ss der Ordnung 4 und gibt es eine Un-
tergruppe der Ordnung 37 Sollte es eine geben, geben Sie die Erzeuger
an.

(iii) Zeigen Sie, dass eine Gruppe G mit Ordnung p, wobei p prim ist, zyklisch
ist.

Aufgabe 4. (Ringe und Korper)

(i) Wir betrachten den Ring Q(v/2) == {a + bv/2 | a,b € Q}. Was ist das
multiplikative Inverse von a + byv/2?

(ii) Zeigen Sie, dass jeder Koérperhomomorphismus ungleich der Nullabbil-
dung injektiv ist.

Aufgabe 5. (Lineare Gleichungssysteme und Gauf-Algorithmus)

(i) Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

65(71 +3I2 +2[E3 +3.T4 +4I5 =
dry +2x9 +1lxs +2x4 +3x5
4r1 +2x9 +3x3 +2x4 +lzj
207 +lzy +lxs +3x4 225 =1

Bestimmen Sie die Losungsmenge L iiber R und Fj.
(ii) Gegeben sei in Abhéngigkeit von o € R das lineare Gleichungssystem
lry —3x9 4+0x3 +0xy +225 =1
Ol’l +0$2 11’3 +OJI4 —1.735 =1

OZL’l +OZL‘2 +Ol’3 11‘4 +1CL’5 =0
Or; 4+0xy +0z3 +0z4s +0z5 =«

Bestimmen Sie die Losungsmenge L. in Abhéngigkeit von o € R.



(iii) Sei A € R™™ mit ganzzahligen Eintrigen. Zeigen Sie: Ist Az = 0 fiir
ein z € R™\{0} 16sbar, so existiert auch eine Losung xy € Z™\{0} mit
A$0 = Q

Aufgabe 6. (Inverse berechnen)

(i) Sind folgende Matrizen invertierbar? Geben Sie, wenn ja, deren Inverse

al1l.
2 -1 0 2 2 2 g _1
A=11 1 1|eR®™® B=[2 1 1 GR3X3,C:(5 1)61?3“
2 0 1 0 -3 -3

(ii) Sei A € K™ eine Matrix sodass es k € N gibt mit A" = 0. Zeigen Sie,
dass dann A nicht invertierbar ist.



