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Tag 1

Aufgabe 1:

Im Folgenden bezeichnet [a], die Restklasse von a in Z/nZ. Seien

(G,+) :=(Z/2Z x Z/3Z,+) und (H,+) := (Z/30Z). Dabei ist G ausgestattet
mit komponentenweiser Addition, das heif3t:

(lal2, [b]3) + ([a]2, [b']3) = ([a + al2, [b+ b]3)
Wir betrachten die folgende Abbildung:

¢: (G, +) — (H,+), ([a]2, [b]3) — [15a — 10b]30

(i) Zeigen Sie, dass ¢ wohldefiniert ist.
Hinweis: Wie sollte ¢ von den gewahlten Vertretern abhangen?

(ii) Zeigen Sie, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.
(iii) Ist ¢ injektiv bzw. surjektiv?

Aufgabe 2:
Sei M eine Menge. Sei ~ die folgende Relation auf P(M):

A~ B:&3J¢p: A— B, sodass ¢ bijektiv ist

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzralation ist. Berechnen Sie die
Aquivalenzklassen von ~, wenn M = {1,2,3,4}.

Aufgabe 3:
Im Folgenden ist die Verkniipfung in Z und R jeweils die Addition, in Q* und

R* jeweils die Multiplikation.
Welche der folgenden Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen?

(i) L:Z—Z,z— 2z

)
(i) fo:Z—-Z,x—xz+1
(iii) f3:Z— Q*,z— 22 +1
)

(iv) fa:R* > R* 2 ||



Aufgabe 4:

(a) Berechnen Sie die multiplikativen Inversen der komplexen Zahlen 5 + 2i,
144 und 1+ 2i. Skizzieren Sie die Punkte in R2, die durch die drei
Inversen beschrieben werden.

(b) Beschreiben Sie die folgende Mengen geometrisch:

(i) {zeC|1<|z| <3}
(ii)) {z€eC|Im(z) >0A|z—1] =T}

¢) Finden Sie alle z € C, sodass 22 € R.
(c) :

Aufgabe 5:
Faktorisieren Sie das Polynom

p=23 -2 +x-1
iiber den Koérpern Z, R, C und Z/2Z.

Aufgabe 6:
Sei V' ein K-Vektorraum und seinen Wy, Wy C V' zwei Unterrdumen. Beweisen

Sie, dass W7 U W5 ganau dann ein Unterraum ist, wenn W7 C W5 oder
W2 Q W1 gﬂt.

Aufgabe 7:
Welche der folgenden Mengen sind Unterrdume der jeweiligen Vektorraume?

(i) A:={(z,y,2) ER3 |z =y =2z} CR?
(ii) B:={(z,y) eR* [ 2? +y* = ~1} CR?
(iii) C:={(z,y,2) ER¥ |z >y+2} CR?

() D= {(z,4) €R? | % + 3 > —5} C R?

Aufgabe 8:
Betrachten Sie folgende Mengen:

R[z] := {Menge aller reellen Polynomfuntionen}
GR):={f eR[z] | f(-=) = f(z) Vz € R}
UR):={f eRz] | f(-2) = —f(z) Yz € R}

Zeigen Sie, dass
(a) R[z] ein Unterraum des R-Vektorraums Abb(R,R) ist.
(b) G(R) und U(R) Unterrdume von R[x] sind.
(¢) R[z] = G(R) @ U(R)



Aufgabe 9:
(a) Betrachten Sie die lineare Abbildung

[R5 R (2,y,2) = (2,2 +y,0),
und die folgenden Basen von R3:
B, :={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, B := {(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)}

Berechnen Sie die Darstellungsmatrizen von f bzgl. der Basen:

(i) B;7 und B,
(ii) B1 und By
(iii) B2 und B,
(iv) B2 und By

(b) Beweisen Sie, dass die Ableitung
T:Rlz] = Rz],p — P/,
eine R-lineare Abbildung ist.

Bonus : Ist F : Rlz] — R[z],p — p”eine linerae Abbildung?

Aufgabe 10:
Berechnen Sie den Rang der folgenden Matrix

h 1 0 h

AR):=|1 n h+1 1
-1 -1 0 -h

in Abhéngigkeit vom Parameter h € R.

Aufgabe 11:

(a) Zeigen Sie, dass die Matrix
1 1 0
A=1|1 0 1] € M; (Fg)
010

invertierbar ist und berechnen Sie A~! und (AT)~!.



(b) Finden Sie alle a € R, sodass die reelle Matrix

1
A= |1
1

N O =
Q* O O

invertierbar ist und berechnen Sie A~! fiir alle solche a.

Aufgabe 12:
Finden Sie alle a € R, sodass das reelle Gleichungssytem

T+y—z2=2
r+2y+z2=3
r+y+(a®*—-5z=a

(i) keine Losungen, (ii) eine eindeutige Losung, (iii) unendlich viele Losungen
hat.

Aufgabe 13:
Sei

SL(3,R):={A € GL(3,R) | det(4) = 1}.

Fiir welche a,b,c € R gilt

a?+1 ab ac
ab b2 +1 be € SL(3,R)?
ac be 2+1



Tag 2

Aufgabe 14:
Berechnen Sie das charakteristische Polynome, die Eigenwerte und
Eigenrdume der folgenden reellen Matrizen:

5 0 . 1 2 0 4
0 2 3 1
A= 6 -2 —-6|,B=
40 6 0 0 3 0
0 0 0 3
Aufgabe 15:
Betrachten Sie die Matrix
3 0 -1
A=10 2 0 | eR3
-1 0 3

Berechnen Sie A™ fiir alle m € {2, 5,10, 2026}

Aufgabe 16:
Betrachten Sie die Vektoren x = (0,2,2,-1), y = (-1,0,2,3),
2z = (1,4,-1,0) im Skalarproduktraum R* mit dem kanonischen Skalarprodukt.

(i) Checken Sie, dass die Vektoren z,y, z linear unabhéngig sind.
(ii) Ergéinzen Sie die Menge {,y, 2} zu einer Basis B = {z,y, z, w} von R*.
(iii) Orthonormalisieren Sie die Basis B

Aufgabe 17:
Sei V = R? ausgestattet mit dem Skalarprodukt

2 1
_ ot
Bestimmen Sie beziiglich (-,-) die Adjungierte der Abbildung:

¢:R? 5 R? z— Aa:,mitA:(?) 11>



Aufgabe 18:
Wir betrachten R? mit den kanonischen Skalarprodukt. Weiterhin sei ein
Unterraum U gegeben mit der Orthogonalbasis

1\ /-1 1
2 1 ~1
s={|1].|-1].| 1]}
0 1 3
0 0 3

(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U+,

(b) Was ist die orthogonale Projektion von v := auf U?

W= N = O

Aufgabe 19:
Wir betrachten den reellen Vektorraum V := R[z] mit der Abbildung:

b:V =R, (f,9) — [') f(2)g(z)dz

(a) Zeigen Sie, dass b ein Skalarprodukt auf R[z] definiert.
(b) Begriinden Sie, dass b auch auf Rj[z] ein Skalarprodukt definiert.
(c) Bestimmen Sie eine orthonormal Basis fiir Rs[z].

Aufgabe 20:
Sei M = {A € R™"™ | 3m € N: A" = 0} die Menge der nilpotenten Matrizen.
Seien A, B € M. Setze

k=min{t e N | A" =0}, | = min{t € N | B' =0}

Zeigen Sie: A und B sind dhnlich genau dann, wenn k = [.



